n=1 


TOO -j TOO -j 

1) ler calcul de ) —= De nombreux developpements en serie de Fourier fournissent la valeur de } — 7 . En 

z — n z z — nZ 

n=1 

un exemple. 

a) Soit f la fonction definie sur R a valeurs dans R, 27t-periodique telle que Vx £ [ — 7T, 7t] , f(x) = |x|. 



f est 27t-periodique, continue sur R, de classe C 1 par morceaux et done, d’apres le theoreme de Dirichlet, en tout reel 
x, la serie de Fourier de f converge vers f(x). 

b) Calcul des coefficients de Fourier de f. 


f est paire et done Vn > 1, b n (f) =0 puis, pour tl € N, a n (f) = 


7T 


tcos(nt) dt. 


• ao(f) = - 

7T 


t dt = 7t. 


Pour n £ N*, une integration par parties fournit 


2 

r , , 2 / 

sin(nt) 

71 i 

r , , \ 2 

— 

tcos(nt) dt = — ( 

t 


smfnt dt = — 

7t J 

0 71 V 

n 

0 

o J Tin} 


— sin(nt) dt 


2 

U7T 


cos(nt) 


n 


2((— 1) TV — 1) 


c) Puisque f est sonune de sa serie de Fourier sur R, on obtient pour tout reel x 


„ , ao(f) T f, ^ , , , u „ Jt, T f 2((— 1 ) n — 1 ) 

f(x) = — h 2_(un(f)cos(nx) + b n (f) sin(nxj) = - + 2_ i cos 

n= 1 n=1 

En particulier 


7T 4 ^ cos((2p + 1)x) 

( 2 P+1)2 • 


n 4 cos((2p + l)x 
Vx £ [-7T,7t], X = — /_ 

/ TT L 


2 71 (2p + l ) 2 


^ +0O 1 +oo ^ ^2 

= 0 fournit alors — } — — T = 0 et done } — -r = — . Enfin 

2 n 2 — 2p + 1 2 2 — 2p + 1 2 8 

p— o r p— o 


p=0 

+00 +oo 


1 7T 2 

n f- — (2p) 2 ^ — (2p + l ) 2 4 8 

n=1 p=1 ' p— 0 v K 1 


] ~| | j | ~| 

S = E 72 = X 7wi2 + E 7TT— 


4 7T 2 7t 2 

et done S = - x — = — . 

3 8 6 


t- n 2 6 Ct (2n + l) 2 8 

n — 1 n=0 v ; 
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+oo 


2) 2eme calcul de — (version maths sup). Le travail precedent peut etre effectue « a la main » en maths sup. 


rt=l 


On etablit d’abord un outil capital de la demonstration du theoreme de Dirtichlet : le lemrne de Lebesgue. 

a / Une expression de — =- sous forme integrate. 


Tv- 


On cherche des reels a et b tels que Vn > 1 , 


(at 2 + bt) cos(nt) dt = 


n 


2 ■ 


Soit n € N*. Deux integrations par parties fournissent 


' 71 

(at 2 + bt) cos(nt) dt = 

, •, , .smut) 

(at 2 + bt) 

71 1 

r i 

(2at + b) sin(ut) dt = — 

Jo 

u 

o n J 

o tv J 


(2at + b)(— sin(nt)) dt 


1 

n 


(2at + b) 


cos(nt) 


n 




n 


= : ^ I ((2a7T + b)(-l) n -b) - ^ 




cos(nt) dt = 


(( 1 ) rL (2a7T — |— b) b) 


u x 


1 


Maintenant, si les reels a et b verifient 2a7T + b = 0 et — b = 1 ou encore si b = — 1 et a = — , alors 

27T 

-7t ^ 

Vu > 1 , (at 2 + bt) cos(ut) dt = — Done 




VueN* 


tv- 


71 2 1 2 
27T 


— t ) cos(nt) dt. 


b) Expression de ^ sous forme integrate. 


k=l 


11 1 

i) Pour n £ N*, posons S n = D’apres a) 


k=l 


S n =Y_ 


k=l J 


" 2 t 2 ^ 
27T 


— t J cos(kt) dt = 


n / +2 


l \ 

— — t J ^ cos(kt) dt. 


k=1 


ii) Calcul de cos(kt). 

k=1 

ler calcul. Soit t un reel et n un entier naturel non nul. 

n n / n \ / 

y~ cos(kt) = ^ Re(e lkt ) = Re ( ^ e llct ) = Re I (e 1 


itik 


k=1 


k=l 


Vk=1 


ik=l 


• Si t G 27tZ alors chaque cos(kt) vaut 1 et dans ce cas, cos(kt) = n. 

• Si t ^ 27tZ, alors e lt ^ 1 et dans ce cas 


k=l 


^cos(kt) =Re ( ^Je u ) k ) = Re ( e lt \ ) = Re ( 


, int/2 „int/2 

itik \ . r>„ I „ it 1 c \ _ r>„ I „i(1 + ^--A)t£ f 


k=1 


^k=1 


1 — e 


it 


?-it/2 _ pit/2 


= Re e 


>t) f(n+])t\ . ({ 2n+l)t 

. sin — cos sm 

jfn+i )t/2 sm(nt/2) \ \ 2 / \ 1 ) V 2 

i(t/2) J 


t 

sm | - 


2 sin ( - 


sm 


-~2 + 


(2n + 1 )t 


2 sin 
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Finalement 


n + — si t G 27tZ 


Jh 1 /(2n + 1)t\ 

Vn G N*, Vt G R, 2^_ cos(kt) = — - + cp n (t) ou cp n (t) = sin ( I 

k=1 — 


2 sin 


si t i Inh 


2eme calcul. Soient t un reel et n un entier naturel non nul. 


2 sin ^cos(kt) = sin ( k + ^)t) — sin (k — i)t 


k=1 


k=l 

= sin |(n + -)t) — sin ( j ) (somme telescopique) . 


n 1 

et pour t ^ 27tZ, on retrouve cos(kt) = — — 


sin 


(2n + 1 )t 


k=l 


2 sin 


iii) D’apres ce qui precede, cp n est continue sur [0, 7t] (car pour tout t de [0, 7t] , cp n (t) = ^ cos(kt)) et pour n G N* 


k=1 




k=l 


- / t 2 


o V2.r - t ){ J 2 + ^) dt = ~l 


t 3 V 

67t 2 


7l 

= T + 


0 I 


0 V 27r 


-t cp n (t) dt 


Maintenant, pour t G] 0 , 7t] , ( - t ) cp n (t) = 27t 


— t 


2 sin 


sm | t — — ). Pour t g] 0, 7t], on pose alors f(t) = 


t z 

2^ _t 


2 sin 


-t 


f est continue sur ]0,7t]. De plus, quand t tend vers 0, f(t) ~ — ^ = — 1. f se prolonge done par continuite en 0 en 


posant f (0) = —1 . 
En resume, 




VneN*,i: ' =2( 


k=1 


f(t) sin ( t — — 1 dt ou f (t) = < 


t z 

In 

2sin (l 

-1 si t = 0 


si t g] 0, 7t] 


II reste a etudier la limite quand n tend vers +oo de l’expression precedente, f etant continue sur [0,7t]. 

c) Le lemme de Lebesgue. II s’agit de montrer que pour toute fonction f continue par morceaux sur un segment [a, b] 

rb 

f (t) sin(At) dt = 0. 

A— >+00 J Q A— >-hOO J a 

i) Cas des fonctions de classe C 1 . 

Soit f une fonction de classe C 1 sur un segment [a, b] a valeurs dans R ou C. Une integration par parties, licite puisque 
f est de classe C 1 sur [a, b] fournit pour A > 0 


a valeurs dans R ou C, lim 

P b 

f(t)e iAt dt 

= 0 et done aussi lim 

r b 

f (t) cos (At) dt = 

lim 

A—) +oo 

a 

A— » +oo 

a 

A— > +oo 
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f(t)e iAt dt = — [ [f(t)e iAt ] “ — 


f'(t)e 


iAt 


dt = 


iA 


f(b)e 


iAb 


f(a)e iAa — 


f'(t)e lAt dt 


et done, pour A > 0 


f(t)e iAt dt 


< - |f(b)| + |f(a)| + 


|f'(t)|dt . 


Cette derniere expression tend vers 0 quand A tend vers +oo ce qui demontre le lemme de Lebesgue pour les fonctions 
de classe C 1 sur un segment. 

ii) Cas des fonctions continues par morceaux. 


b e iAb -i 

e 1 - At dt = lim — 

n A — > -f-oo xA 


,iAa 


= 0 ce qui demontre le lemme de Lebesgue quand f est 


On a d’abord lim 

A— > +oo 

la fonction constante 1 . 

Mais alors, par linearite de l’integrale puis additivite par rapport a l’intervalle d’integration, le lemme de Lebesgue 
est demontre pour les fonctions en escaliers sur [a, b]. 

Soit maintenant f une fonction continue par morceaux sur [a, b] a valeurs dans R ou C. 

Soit £ > 0. On sait qu’il existe g une fonction en escaliers sur [a, b] telle que Vt e [a, b], |f(t) — g(t)| < 


2(b - a) 

(approximation uniforme sur un segment d’une fonction continue par morceaux par une fonction en escaliers). 


Pour A > 0, on a alors 


f(t)e lAt dt 


[ b (f(t)-g(t))e iAt dt + 

J a 

f b 

g(t)e lAt dt 

a 





rb 

|f(t) - g(t)| dt + 

a 

g(t)e lAt dt 
J a 

< 

" b £ 

nri i dt + 

a 2(b - a) 

g(t)e lAt dt 
J a 

£ 

= 2 + 

g(t)e iAt dt 
J a 


< 


Maintenant, puisque g est en escaliers sur [a, b], il existe A > 0 tel que, pour A > A, 

r b 


g(t)e lAt dt 


£ 

< - et 


done 


f(t)e iAt dt 


£ £ 

< 2 + 2 =£ - 


On a montre que Ve > 0, 3A > 0/ VA £ R, (A > A = 


f (t) e tAt dt 


< e) et done 


Lemme de Lebesgue pour les fonctions continues par morceaux sur un segment. 

Soit f une fonction continue par morceaux sur un segment [a, b] a valeurs dans R ou C. Alors 


lim 

A — ) -|-oo 


f(t)e iAt dt = 0, lim 

A — ) -)-oo 


f (t) cos(At) dt = 0, lim 

A — ) -|-oo 


f (t) sin(At) dt = 0, 


les deux dernieres limites etant obtenues par passage aux parties reelles et imaginaires. 

+CXD i 

d) Calcul de Y 

z — n z 

n= 1 

La fonction f definie en b) est continue sur [0, 7t] et d’apres le lemme de Lebesgue, lim 

TL— > +00 

Le b) montre alors que 


f (t) sin 


(2u + 1 )t 


dt = 0. 


+o° 1 2 

— n 2 C. 


n=1 


+CXD 


e) Calcul de 


-1 


m-l 


+oo 


n=1 


T\r 


et y 


T1=0 


(2n + 1 ) 2 ' 


1 +°° [_1)n-1 

Posons S = y et S' = y ^ 

n z n 1 

n=l n=l 


.OnaS-S' = ^ 



+oo 

V z 

1 +oo 

1 V 

i n2 

n= 1 

h (2p)2 

2 A_ 

p=i 
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1 7t 2 + °° 1 +f — l) n_1 + °° 

S' = -S = — . On a aussi S + S' = V ' = 2 Y 

7 17 2 — tl z 2 — 


1 +oo -i -j 'y 2. 

et done ^ w = -(S + S') = -S = 71 


+oo -j 

3) 3eme calcul de ) — T . 

*■ — 

n=1 

k 2 

Pour n G N*, on pose S n = . 


k=l 


n — 1 


p=0 


(2p + 1) 2 


p=0 


(2p + 1) 2 2 


±2? (_!)n-i ^2 + 2 ? 

L- n 2 ” 17 et £— 


71 


TL=1 


12 -^. (2p + 1) 2 8 - 


n ^ n -j 

a) Calcul de } cotan 2 et de ) 

z — 2u + 1 ■2 — 


k— 1 


k=1 sm 


k7t 


Pour a reel et n entier naturel non nul donnes, on a 


2n+ 1 


n 

cos((2rt + l)a) + isin((2n + 1 )a) = (cos a + isina) 2n+1 = ^ i- k C 2 n+ i cos 2n+1 ~ k asin k a. 

k=0 


puis par identification des parties imaginaires 


sin((2n+l)a = ^(-l) k C| k + 1 1 cos (2lT+1M21c+1) asin 2k+1 a, 

k=0 


et enfin en divisant les deux membres par sin 2n+1 a pour a ^ 7rZ, on obtient 

sin((2n + l)a) = 22!^ = £(-1)^^', («W — 


sin 2rl+1 a 


k =0 


' 2n+1 sin 2 — 2k oc 


k=0 


Vn G N, Va G R \ 7tZ, (— 1 ) k C 2k + 1 1 (cotan 2 a) 


a 


n-k 


sm a 


k=0 


Posons alors P = (—1 ) k C 2 ^ 1 1 X n k . Posons aussi, pour k G [1 , u], Xk = cotan 2 


k=0 


k7t 

2n+ 1 


mull 11 A k7T U7t TL7T 7T k7t 

lout d abord, pour 1 < k < n, on a 0 < < < — — = — . Amsi les nombres 1 < k < u, sont deux a 

2n + 1 2n + 1 2n 2 2n + 1 

7T 7T 1C7T 

deux distincts et dans ]0, — [. Par injectivite de la fonction x >— > cotan x sur ]0, — [, les n nombres cotan - — — j-. 1 < k < n, 

sont deux a deux distincts et de plus strictement positifs. Finalement, les n reels Xk sont deux a deux distincts. 

sm(k7t) 

Maintenant, pour k G [l,n], P(xk) = i = 0. On a done trouve n reels deux a deux distincts racines du 


2n+1 


k7t 


2n + 1 

polynome P qui est de degre n. Les relations entre coefficients et racines d’un polynome permettent d’affirmer que 


^ -C 2 n+1 (2n+1)(2n)(2n-1)/6 n(2n-1) 

2_ Xk = "pi _ “ 


k=l 


'2n+l 


2u+ 1 


Done 


Vn G N* , ^ cotan 2 


k=l 


kn n(2u — 1 ) 
2n+ 1 = 3 ' 


Ensuite, pour x ^ 7tZ, — = — = 1 + cotan 2 x et done 
sin 2 x 


L 


k=l sm 


kn 


2n+ 1 


n 

( 1 + cotan 2 

k=1 


k7T 

2n+ 1 


= n + 


n(2n — 1) 
3 


2n(n + 1 ) 
3 
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1 


VneN*, Y_ 


2n(n+1) 


k=i sm 


k7t 

2n+ 1 


7t r 


71 

b) Pour x dans ]0, — [, on a sinx < x < tanx. 

Les fonctions sin et tan sont respectivement strictement concaves et strictement convexes sur ]0, — [. On en deduit que les 
graphes de ces fonctions sont respectivement strictement au-dessous et strictement au-dessus de leur tangente en (0, 0) sur 

7T 

] 0 , — [ et done 


7T 


Vx G]0, — [, sinx < x < tanx. 


7T 


Puisque, pour x G]0, — [, 0 < sinx < x < tanx, on a aussi apres passage a l’inverse et elevation au carre 


71 

Vx e]0, — [, cotan 2 x < — T < — , . 


i i 

x. 2 sin' x 


c) Encadrement de Y_ ^ 2 - Pour k G [1 .n], 
1 


k=l 


k7t , 7t r ,, , . 7 k7t 

est dans JO, — L et d apres b), cotaiP < 

2n + 1 2 ' 2ri + 1 


k7t (2n + 1 ) 2 


k 2 7t 2 


< 


— . En sommant ces inegalites, on obtient d’apres a) 


2n+ 1 


n(2n - 1 ) 


= ^ cotan 2 


k7t (2u + 1 


\2 n 


k=l 


2n+ 1 


< 


71^ 


V- 1 V- 1 

^ k 2 < ^ .2 
k=1 k=l Sin' 


2n(n + 1 ) 


k7t 


2n+ 1 


ou encore 


VncN", n|2 "-" 


3(2n + 1 ) 2 




1 2n(n + 1 ; 


< 


k=l 


k 2 3(2n + 1 )• 


-TXT. 


TXT 


d) Calcul de £(2). Les membres de gauche et de droite de l’encadrement precedent tendent tous deux vers — quand u 

6 

7T 2 

tend vers +oo et on retrouve done £(2) = — . 

6 
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